Programacion Avanzada

Funcion 91 de John McCarthy (1970).

La funcion 91 de John McCarthy esta definida de la siguiente
manera:

==

Xx—10 six>100
f(x) = <

_f(f(x+11))six<100

Demostrar que la funcidn obtiene f(x) =91 V enterox <100y
f(x) =x - 10 para x > 100.

John Patrick McCarthy.

4 de septiembre de 1927 - 24 de octubre de 2011. 84 anos
Padre de la Inteligencia Artificial en 1956 — Conferencia en
Dartmouth, Hanover, Nuevo Hampshire, Estados Unidos.
Creo el lenguaje Lisp. Premio Turing 1971.
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Ver proyecto Funcion91JohnMcCarthy de Visual Studio.

La demostracion se hara por induccion. Sea la P(x) la proposicion:

La funcion obtiene f(x) = 91 V entero x <100y f(x) = x — 10 para
x> 100.

Se probara por induccion que P(x) es valido V x = 1, en este caso k =
1.

Paso Basico de la induccion.
Demostrar gue el enunciado es cierto para x = 0.
P(x)esf(1)=1f(f(12))
f(f(f( 23)))
f(f( £( £(34))))
fOF(F( £(£( 45 )))))
fOF(F( £ £( (56 )))))
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= f( f( f( f( f( f( f(67)))))))

= f( f( f( f( f( f( f( f( 78))))))))

= f( £ £ £( £ £ £( £( f( 89 )
— P

Hipotesis de induccion.

Supongamos que P(x) es verdadera para alguna x = 1, es decir se cumple para
algunax=>0:

La funcidn obtiene f(x) =91 V entero x < 100 y f(x) = x — 10 para x > 100.

Paso inductivo.
P.D.que P(x+ 1) es cierto, es decir que:

La funcion obtiene f( x+1 ) =91 V entero x+1 <100y f( x+1 ) = (x+1) - 10
para x+1 > 100.

Dem.

?
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Principio de Induccion Modificado.

Sea k un entero fijo, positivo, negativo o cero. Supongamos que
para cada entero n < k se tiene una proposicion P(n) y que se desea
demostrar que P(n) es verdadera para todas las n < k. Ahora
supongamos que:

+ P(K) es verdadera. Paso basico o paso base de la induccion.

+ SiV n < ksesigue que P(n) es verdadera (Paso inductivo),
cuando P(m) es verdadera para n < m < k (hipotesis de
induccion).

Entonces el principio de induccion matematica establece que P(n) es
verdadera V n < k.
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Graficamente.

P(n)
|

I
I I
n k
\ J

|
Hipotesis de induccion P(m)
Dem.

Sea la P(x) la proposicion:

La funcion obtiene f(x) = 91 V entero x <100y f(x) = x — 10 para
x> 100.

Si x> 100, entonces f( x ) = x— 10 de acuerdo a la definicion de
la funcion.
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Paso Basico de la induccion.
Demostrar que el enunciado es cierto para k = 100:

f(100)=f(f(111))=f(101)=91
Paso inductivo.

Supongamos que x < k = 100 y que la hipotesis de induccion es
cierta V.m > x. Es decir:

P(x)

I
|
X 100
\ J
|
Hipotesis de induccion P(m)
P. D. P(x) es verdadera, es decir que f(x) =91 V x < 100
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f(x)=f(f(x+11)) porque x < 100
Existen dos casos:

a) x+ 11> 100.
Entonces f(x ) =f(f(x+11))=f((x+11)-10)=f(x+1)=91
Porque por hipotesis de induccionVm > xf(m ) =91y
X+ 1>x.

~ f(x)=91

b) x+ 11 <100.
Entonces f( x ) =f(f(x+11))=f(91)
Porque por hipotesis de induccionVm > xf(m ) =91y
X+ 11> x.

Yf(91)=91
Porque x+11<100=>x<89ycomox<89<91=>x<91
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Y porque por hipotesis de induccionVm > xf(m ) =91y
91 > x.
~ f(x)=91

. de acuerdo al principio de induccion, la proposicion P(x) es
cierta :

La funcion obtiene f(x) = 91 V entero x <100y f(x) = x — 10 para
x> 100.
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La funcion de Ackermann. Otras aplicaciones de la induccion.

En 1928, Wilhelm Friedrich Ackermann encontré una funcion
doblemente recursiva A(m, n, p) de tres
variables:

m->n->p
la cual crece muy rapidamente:

n+1 sim=0
Alm,n)=4dA(m-1,1) sim>0yn=0
Alm—-1,A(m,n-1)) simyn>0

Nace el 29 de marzo de 1896 O bien otra definicion alternativa:

en Herscheid, Alemania y muere  A(O,y)=y+1 ... (1)
el 24 de diciembre de 1962en  A(x+1,0)=A(x,1) ... (2)
Ludenscheid, Alemania A(x+1,y+1)=A(x, A(x+1,y ) ....(3)
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+ ¢ Queé valor devuelve la funcion ?

+ ¢ Porgue para valores pequenos se obtienen valores muy
grandes ?

+ ¢ Porque para valores aun pequeinos el programa envia un
mensaje de error de StackOverflowException?

Ver proyecto Ackermann de Visual Studio
Ver programa Ackermann en Haskell
Ver documento Ackermann .doc

Algunas propiedades de la funcion de Ackermann.

V z € Xo (Naturales incluyendo el cero):
+ A(l,z)=2z+2

Dem. Aplicando induccion a z.
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Paso base.
A(1,0)=A(0,1) por?2
=1+1 porl
=2
=0+2
Hipotesis de induccion: A(1,n)=n+2
Paso inductivo.
A(1,n+1)=A(0,A(1,n)) por3
=A(0,n+2) por hipotesis de induccion
=n+2+1 porl
=(n+1)+2

“ A(l,z)=z+2
+ A(2,z2)=2z2+3
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Dem. Aplicando nuevamente induccion a z.
Paso base.
A(2,0)=A(1,1) por2
=A(0,A(1,0)) por3
=A(0,A(0,1)) por?2
=A(0,2) porl
=3 porl
Hipotesis de induccion: A(2,n)=2n+3
Paso inductivo.
A(2,n+1)=A(1,A(2,n)) por3
=A(1, 2n+ 3 ) por hipotesis de induccion
=2n+ 3+ 2 por el resultado anterior
=2(n+1)+3

o A(2,2)=2z+3
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+ A(3,2)=2?*3-3

Dem. Aplicando nuevamente induccion a z.
Paso base.
A(3,0)=A(2,1)=2:-1+3=5=20+3-3

Hipotesis de induccién: A(3,n)=2"*3-3
Paso inductivo.

A(3,n+1)=A(2,A(3,n))
=A(2,2"*3-3) por hipdtesis de induccion
=2-(2"*3-3) +3 por el resultado anterior
=2:2""3-6+3
=2(n+1)+3_3

oo A( 3' 7 ) = Jz+3-3
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) ] Z+2 veces

+ A(4,z)= 2* d3 . (2ala (z+2)términos menos 3)

Dem. Aplicando nuevamente induccion a z.
Paso base.
A(4,0)=A(3,1) por2
=21*3-3 por el caso anterior

-24-3=16-3=13=2" -3
2
Hipotesis de induccion: A(4,n) = 2° —3
Paso inductivo.
A(4,n+1)=A(3,A(4,n)) por3
2

=A( 3, 2° —3 ) por hipdtesis de induccidn
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2
A(4,n+1)= 2% -3+3_3 por un resultado anterior (ver abajo)

2...z}(n+1)+2veces
=2" 43 E
SoA(4,2)=2" -3

Por ejemplo:
2

A(4,1)=22"-13 =65533
A(4,2) =26°°36_3 _ tiene 19 729 digitos !!!

De estas ultimas propiedades se desprende porque la funcion de
Ackermann crece muy rapido.

De manera similar, para valores superiores de m y n la funcion
de Ackermann obtiene valores exponenciales de 2.
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0 1 2 3 4 n

1 .2 .3 .4 .5 .114—1
2 3 4 5 6 n+2=2+n+3)—3
3 5 7 9 11 (20 +3=2-(n+3)-3
5 13 29 61 125 | g(nt3) _ 3
13 .55533 .2'5553‘3—3 .22"’”““ 3 | g 3 | 2

" 2 o2 2 2 Eﬂ"H_S
2" -3 |20 —3 |9 _3 |g@¥ _3 | _, | n+3
65533 |

2t114-3 |2M15-3 21116-3 (2Tt 7-3 (211t (n+3)-3

=21173-3
233 2 4—3 253 2 6—3 2T T332 (n+3) -3

Segun un analisis, A(4, 2) es mayor que el numero de particulas
que forman el universo elevado a la potencia 200 y el resultado de
A(5, 2) no se puede escribir, dado que no cabria en el Universo
fI’SI'CO. 133
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Ejercicio con ternas de Hoare.
Demuestre que las siguientes ternas de Hoare son validas:

a){x=1} wi=A(x,y) {w=y+2}

P={Qf }={(w=y+2)¥, )} ={A(xy)=y+2)
S{A(XY)=y+2} wi=A(Xxy) {w=y+2}
Sin embargo, como ya se demostro:
{x=1)=>{A(x,y)=y+2}
{x=1)=>{A(x
w:=A(x, y){w=y+2}

{x=1}w:=A(x,y) {w=y+2}..q9.l.q.d.
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Ejercicio con ternas de Hoare.
Demuestre que las siguientes ternas de Hoare son validas:

a){x=2}w:i=A(x,y) {w=2y+3}

P={QF }={(w=2y+3)%, ;) }={A(x y)=2y+3)
S {A(x,y)=2y+3} wi=A(x,y) {w=2y+3}
Sin embargo, como ya se demostro:
{x=2)=>{A(x,y)=2y+3}
{x=2)=>{A(x
F3tw:i=A(x y){w=2y+3}
{x=2}w:=A(x,y) {w=2y+3}..q.l.qg.d.
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Otras propiedades de la funcion de Ackermann.
Induccion sobre dos variables.
+VX,yeNoy+1<A(x,v)
Aplicando induccion sobre x.
Paso base. k=0
yv+1<A(0,y) pero:
A(O,y)=y+1 por 1
Soy+1<y+1 ... locualescierto
Hipotesis de induccion: y+1<A(n,y) ...(1)
P.D.queesciertaparax=n+1:y+1<A(n+1,y) .. (2)
Dem. Aplicamos ahora nuevamente induccion sobrey.

Paso base. k=0
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0+1< A(n+1,0)

= 1< A(n+1,0)=A(n,1) por lafuncion Ackermann 2
Por hipotesis de induccion (1) siy = 1:

1+1<A(n,1)
—> 2<A(n,1) ycomo 1<2<A(n,1)
= 1<A(n,1)

. (2) es ciertaparak=0

Hipotesis de induccion: Supongamos que es cierta paray = m:

m+1<A(n+1,m) ... (3)
P.D.queesciertaparay=m+1:(m+1)+1<A(n+1, m+1)

Dem. De la hipodtesis de indiccion (3), sumando a ambos
miembros 1:
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m+1+1< A(n+1,m)+1 yporlahipotesis de induccion 1:
<A(n,A(n+1,m)) ..haciendoy=A(n+1, m)
=A(n+1, m+1) ..por lafuncion Ackermann 3

S (m+1)+1<A(n+1, m+1)

. 3 esciertaparay=m+1
Sy+1<A(n+1,y) quees?2escierta
S VX, yeNO y+1<A(xY)



