Programacion Avanzada

Demostracion Formal de Programas.

La demostracion formal de programas es la aplicacion técnicas,
métodos y resultados formales a un programa para demostrar que
funciona correctamente (es un programa correcto).

¢ En que sentido un programa es correcto ?

Si se tiene un conjunto de datos de entrada P para un programa
C, entonces si al ejecutar el programa, se obtiene un conjunto de
datos Q y que es el esperado, entonces el programa es correcto.

Hace lo que tiene que hacer el programa.
En este sentido de programa correcto, no se toma en cuenta:

+ Tiempo de ejecucion.
+ Recursos utilizados.
+ Codigo eficiente.
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Uno de los métodos formales de demostracion de programas
correctos son las Ternas de Hoare.

Charles Antony Richard Hoare. Nacio el 11 de Enero de 1934 en
Colombo Sri Lanka. Invento el método de ordenacion QuickSort en
1960. Premio Turing 1980. Actualmente trabaja en Microsoft.
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Este método consiste en hacer un proceso de inferencia logica
para cada tipo de instruccion ejecutable de un programa. Por lo
tanto para cada tipo de instruccion ejecutable existe una regla de
inferencia.

Cada regla de inferencia para ser aplicada, asume un conjunto
previo de condiciones que se cumplen, llamadas precondiciones.

Después de aplicar la regla de inferencia, mediante el proceso
de inferencia logica, se genera otro conjunto de condiciones, [lama-
do poscondiciones.

Por ello a este método también se le conoce como precondi-
ciones y poscondiciones de Hoare.

Las precondiciones y poscondiciones establecen valores de va-
riables.
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Las precondiciones serian como los valores iniciales de las varia-
bles en un programa.

Las precondiciones y poscondiciones también se les conoce
COMO aserciones O aseveraciones.

Ejemplos de precondiciones y poscondiciones:
+ {x=3,y<Lz,2>4}
+ {}.... Aseveracion vacia, no compromete nada.
+ {x? = 3}
+ {a=b,i=j}
Las precondiciones se van a denotar como {P} y las poscondiciones

como {Q}, donde P y Q son un conjunto de relaciones entre varia-
bles y constantes.
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Si C es una parte del codigo, entonces cualquier asercion {P} se
denomina precondicion de C si {P} sélo implica al estado inicial.
Cualquier asercion {Q} se denomina postcondicion si {Q} solo
implica el estado final, que es la aseveracion después de ejecutar el
codigo C.

Por cddigo o parte de un codigo entendemos desde una sentencia
(instruccidn) o conjunto de sentencias hasta un programa completo.

La concatenacion de dos codigos C1 y C2 supone la ejecucion
secuencial de dichos cdédigos y vendra representada de la siguiente
forma: C1; C2.

Un estado de un cdodigo es un conjunto de valores que toma en ese
instante el conjunto de variables que conforman la estructura de datos
del cédigo.
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Las precondiciones establecen las condiciones que deben satisfacer
los datos de entrada para que el programa pueda realizar lo que debe de
hacer.

Las postcondiciones establecen las condiciones de salida que son
aceptadas como soluciones correctas al ejecutar el programa.

+ Ejemplo: Programa que calcula la raiz cuadrada de un namero.
+ Precondicion: Que el niumero no sea negativo.

+ Postcondicion: La raiz cuadrada del numero.
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Un programa es una secuencia de instrucciones que transforman un
estado inicial, en un estado final.

El estado inicial es el estado anterior a la ejecucion de un cadigo.
El estado final es el estado posterior a la ejecucidon de dicho codigo.

Un estado E satisface a una aseveracion P, cuando el valor de las
variables en el estado E se cumple en P.

Ejemplo.

+ El estado E ={x =2 }satisface la aseveracionP={x> 2}
porque los valores de las variables en E, x = 2 se cumple en
X = 2.

+ Elestado E ={x =2} no satisface la aseveracion P={x=2}

porque los valores de las variables en E, por ejemplo x =5 no se
cumple en x = 2, porque 5 =2.
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Una terna de Hoare esta formada por los siguientes elementos:
{P}C{Q}

Algunos ejemplos:

+ {yz0}x:=1/y{x=1/y}
+ A veces puede no existir la precondicion:
{}a:=b{a=b}

+ Esto significa que siempre se obtienen estados que satisfacen la
postcondicion independientemente de la precondicion. Es decir, no
importan los valores establecidos en la precondicion.

+ {}representa la asercion vacia que se puede entender como
“verdadera para todos los estados”. Es decir, satisface cualquier
aseveracion.
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Algunas propiedades de la aseveracion vacia:
Si P es una aseveracion cualquiera, entonces:
+ {{}NP}=P
+ {{}IVP}={}
+ {k=k}={}
+ {C/2+1=C/2+1}={}
+ {(a+b)=(a+b)}={}
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Si {P} C {Q} es un codigo con la precondicion {P} y la postcon-
dicion {Q}, entonces {P} C {Q} es correcto si cada estado inicial
posible que satisfaga {P} da como resultado un estado final que
satisface {Q} después de ejecutar el programa C.

Correccion total y parcial.

+ Correccion parcial: El codigo {P} C {Q} es parcialmente
correcto si el estado final de C, cuando termina el programa
(aunque no se le exige esta premisa), satisface {Q} siempre
qgue el estado inicial satisface {P}.

+ Correccion total: Cuando un codigo ademas de ser parcial-
mente correcto, siempre termina.
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Los programas sin ciclos siempre terminan, por lo que la
correccion parcial implica la correccion total en estos casos. Esta
distincion es esencial solo en el caso de programas que no incluyan
ciclos o recursiones.

Reglas de Inferencia.

Si Ry S son dos aserciones entonces se dice que R es mas fuerte
qgue S si todos los estados que satisfacen a R, también satisfacen a
S. O bien, que el valor de las variables en R, se cumplen en S
también. La manera de denotar esta relacion es:

R=S.

Si R es mas fuerte que S, entonces se dice que S es mas débil
gue R. El simbolo = se le conoce como relacion de fortalecimiento.
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Por ejemplo:

{i>1 } es mas fuerte que { i>0 } ya que siempre que i>1 esto
implica que i>0. Por lo tanto { i>1} = {i>0 }.

Si una asercion R es mas fuerte que una asercion S entonces
todos los estados que satisfacen R también satisfacen S pero no
viceversa.

Un fortalecimiento de la asercion disminuye el numero de
estados que la pueden satisfacer. Ver ejemplos anteriores.

+ Mas fuerte = mas selectivo, mas especifico, mas restrictivo.
+ Mas débil = menos selectivo, mas general, menos restrictivo.

La asercion mas débil es la vacia { } que considera todos los
estados posibles. Es como la constante légica V (true).
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La asercion mas fuerte sera por tanto F (false), ya que represen-
ta que ningun estado satisface esta condicion.

Algunas reglas de fortalecimiento.

+ Si R =>S entonces si K es una aseveracion cualquiera,
entonces:
{PK}=>{S, K}
Por ejemplo:
{i>5}=>{i>0} ysiK={j>3} entonces:
{i>5,j>3}=>{i>0,j>3}

+ SiR=>SyS=>TentoncesR=>T
+ p=>~(~p)
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Algunas reglas de fortalecimiento.

+ Si A es una aseveracion cualquiera, entonces:
A=>A
+ Si Ay B son aseveraciones y si se cumple que:
A => B entonces puede suceder que:
B=>A o bien que B%A
Por ejemplo:
{y=4}=>{y =0} pero
{y=0}#{y=4}
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Por ejemplo:
{a>b}=>~{a<b} pero
~{a<gb}=>{a>b}

Y de igual manera:

{a=b}=>~{a>b}A~{a<b}
~{a>b}An~{a<b}=>{a=b}

+ Si A, By Cson dos aseveraciones cualesquiera y se cumple
que:

A =>B entonces se cumple:
{A, C}=>{B,C}
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Reglas de inferencia de las Ternas de Hoare

Fortalecimiento de Precondiciones.

Si {P}C{Q} es correcto y ademas P1=P entonces se puede
afirmar que {P1}C{Q} es correcto.

Si una parte de un cédigo es correcta bajo la precondicion {P},
entonces permanecera correcto si se refuerza {P}.

wica
CiQ}

{P1}C{Q}
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Por ejemplo:

Supongamos que la siguiente terna de Hoare es correcta:

{y#20} x:=1/y {x=1/y}, demostrar que también lo es la siguien-
te:

{y=4} x:=1/y {x=1/y}.

W
{ x:=1/y {x=1/y}

{y=4} x:=1/y {x=1/y}
En general: Fortalece P=. Conjunto pequefio de valores

{P}=>{Q} Q= .Conjunto grande de valores

Debilita
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+ La asercion vacia puede ser reforzada para producir cualquier
precondicion {P} sea cual fuere. Es decir:

{P}=>{}
Por ejemplo:
La siguiente terna de Hoare que verdadera:
{}a:=b{a=b}

se puede utilizar para justificar que laterna{P }a:=b{a=Db }es
verdadera, donde { P } puede ser cualquier aseveracion.

a:=b{a=b}

{P}la:=b{a=Db}

Dem.
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Debilitamiento de Postcondiciones.

Si{P}C{Q} es correctoy si ademas Q= Q1 es correcto, el principio de
debilitamiento de postcondiciones permite concluir que {P}C{Q1} es
cierto. Esto conduce a la siguiente regla de inferencia:

a=a

{PrC{Q1}

Por ejemplo:

Si la terna de Hoare { } max := b { max = b } es correcta, demostrar que es
correcta: {} max:=b{max=>b}

{}max :=b{ =
W

{}max:=b{max=>b}
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Reforzamiento de la precondicion y postcondicion de en forma simultanea.

Regla de la conjuncidon de Precondiciones.

Si C es una parte de un codigo y se ha establecido que {P1}C{Q1} v
{P2}C{Q2} son correctas, se puede afirmar que {P1AP2}C{Q1 ANQ2}

es correcta.
{P1}C{Q1}
{P2}C{Q2}
{P1AP2}C{Q1 NQ2}

Como caso particular se tiene:
{1c{Q}
{P2}C{Q2}
{P2}C{Q1AQ2}
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Demostrar que si las siguientes ternas de Hoare son correctas:
{}i=i+1{i=i+1}y {i>0}i:=i+1{i>0}
Entonces es correcta la siguiente:
{i>0}i:=i+1{i>1}
Aplicando el resultado anterior:

{}i=i+1{i=i+1}
{i>0}i:=i+1{i>0}

{IN{i>0}i=i+1{i>0}A{i=i+1}

Por otra parte,sii>0yi=i+1entoncesi>1

oo {i>0IA{izi+1}=>{i>1}

Y aplicando la regla de inferencia de se concluye que:

{i>0}i:=i+1{i>1} Versolucion.
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Debilitamiento de la precondicion y postcondicion de en forma simultanea.

Regla de la disyuncion de Precondiciones.

Si C es una parte de un cédigo y se ha establecido que {P1}C{Q1} vy
{P2}C{Q2} son correctas, se puede afirmar que {P1 Vv P2}C{Q1l VvV Q2} es
correcta.

{P1}C{Q1}
{P2}C{Q2}
{P1vP2}C{Q1vQ2}
Como caso particular se tiene:
{1c{Q1}
{P2}C{Q2}

{P2}C{Q1vQ2}
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Demostracion de programas correctos.

Para demostrar que un programa es correcto, se parte de la
postcondicion final del cdédigo, es decir de las condiciones que deben
satisfacer los resultados correctos al ejecutar el programa. A partir de ahi
se deduce la precondicion.

El cddigo se verifica en sentido contrario a como se ejecuta.

Verificacion

PreC.1 = PreC. Inicial

I Codigo 1 l
PostC. 1 = PreC. 2

l Codigo 2 l

PostC. 2 = PreC. 3

Ejecucion PostC. 3 = PostC. Final
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Si la precondicion encontrada es igual a la precondicion inicial del progra-
ma, el programa es correcto, en otro caso es incorrecto.

Instrucciones de asignacion.

Las instrucciones de asignacion son de la forma V := E, en donde V es
una variable y E es una expresion:

{}V:=E{V=E}
Regla de inferencia de la asignacion.

Si C es una instruccion de la forma V := E con postcondicion {Q},
entonces la precondicion de C puede hallarse sustituyendo todas las
ocurrencias de V en Q por E. Si QE‘" es la expresion que se obtiene de esta
manera, entonces para encontrar P en:
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{P}V:=E{Q]}

{P} = {QEV} = {V=E, Q}eslaexpresion que se obtiene
sustituyendo V en Q por E.

S {QE )} Vvi=E{Q)

La regla de asignacion para encontrar una precondicion P, puede ser vista
intuitivamente de la siguiente manera:

a="?
k=4a = 4a=12=>a=12/4=3.0 sea, sustituirk=4aenk=12=>
k=12_ 4a=12=>a=3

Esdecir: {a=?}k=4a{k=12}con:
P={a=?}={(k=12)K}={k=4a,k=12}={12=4a}={a=3}

oo {a=3Vk=4a{k=12}
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Por ejemplo. Determinar la precondicién para que la siguiente terna sea
correcta:

{P}i:=2i{i<6}
De acuerdo a la regla de inferencia de asignacion:

{P}={QF}= {(i<6)y}={i=2ii<6}={2i<6}={i<3)
s {i<3}i:=2i{i<6])
De forma similar se puede enunciar:

Si C es una instruccion de la forma V := E con la precondicion {P},
entonces la postcondicion {Q} puede hallarse sustituyendo todas las
ocurrencias de la variable que aparece en E por su valor que tiene en {P}:

{P}V :=E{Q}
{Q}= {Cfpy} ={E={P},C}
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{P}IV:=E{C{p}
donde C Fp} es la expresion que se obtiene sustituyendo Een C por {P}.

De igual manera, la regla de asignacion de una precondicion P puede ser
vista intuitivamente de la siguiente manera:

a=3
k=4a L K=4x3=>k=12.0 sea, sustituir a =3 en la instruccion:
k="7 K=4a=>K=4x3=12

Esdecir: {a=3}k=4a{k="7?}con:

{Q}={Cgpy}={E={P}, C}esdecir:
{Q}={ (&K =4a)§_}={4a={a=3} k=4a)

o {Q}={k=4x3}={k=12}

La regla dice sustituir enk=4aelvalordeaenP={a=3}



