Induccion Matematica en el

Analisis de Algoritmos




Induccion Matematica

Typical structure of a proof by induction.
Given statement to prove: Vn € N, P(n).

Proof. We prove this by induction on n.

Base case: Let n = 0.

[Proof that P(0) is True.]

P(1)

Inductive step: Let k € N, and assume that P(k) is true. (The assumption that P(k) is
true is called the induction hypothesis.)

[Proof that P(k + 1) is True.]




Example. Let f: N — N be defined as f(n) = Z i. Prove that forall n € N,
i=0

f(n) o n(n2+1) .

Proof. We prove this statement by induction on n.

Base case: Let n = 0.

0

In this case, f(0) = Zz =0, and 0(0; ) — 0. So the two sides of the equation are
i=0

equal.

k(k+1

; ) 4 We want to prove that

Inductive step: Let k € N and assume that f(k) =




Example. Let f: N — N be defined as f(n) = Z i. Prove that forall n € N,
i=0

f(n) - n(n2+1) .

k+1
flk+1) = i:z (definition of f)
=0

k
(Z z) + (k + 1) (taking out last term)
i=0

= f(k) + (k+ 1) (definition of f)
— k(k; 1) +(k+1) (by the I.H.)
(ke 1)(k+2)

2 o



@) Prove that 2" >n, VnelN.

When n=1 2'=2 2>1. . .truefor n=1.

Assume true for n=k =2 >k

Consider when n=k +1 piasite B LNy LAt N o
>k +1 -Statementis true for k£ +1.

As statement is true for n =1 & true for k = true for X +1, - by induction is true
VnzlnelN.



@) Prove that 2" >n, VnelN.

2(27K) > 2k > k+1

, Assume true for n=k = 2* > k

Consider when n=k +1 21 =22 2528 ,
_ +1 - Statement is true for k£ +1.

As statement is true for n =1 & true for k = true for X +1, - by induction is true
VnzlnelN.



Consideraciones:

 No necesariamente tiene que empezar en 0 (caso base, primera pieza
del domino).

« Puede restringirse hasta un n finito (humero finito de piezas del

domino).

* |dea principal: una pieza tira la siguiente.



Invariantes

Afirmaciones logica-matematicas que se cumplen en puntos especificos
de la gjecucion de un algoritmo.

 Usualmente describen que el algoritmo esta tomando buenas
“decisiones”.

e Uso tipico: ciclos.

 Objetivo: probar terminacion y correccidon; ademas ayudan a
desarrollar un entendimiento real de los algoritmos.

 No hay una receta para definir “buenas” invariantes, uno aprende de
ver ejemplos.

e Usualmente se demuestran por induccion.



Primer Ejemplo

GALE-SHAPLEY (preference lists for hospitals and students)

INITIALIZE M to empty matching.
WHILE (some hospital /2 1s unmatched and hasn’t proposed to every student)
s < first student on /2’s list to whom /2 has not yet proposed.
IF (518 unmatched)
Add /i—s to matching M.
ELSE IF (s prefers /2 to current partner /')
Replace A'—s with /—s in matching M.
ELSE

s rejects /.

RETURN stable matching M.



Primer Ejemplo

Invariante. Al inicio del ciclo, se cumple que ‘M es

| un emparejamiento, es decir, cada hospital o
GALE-SHAPLEY (preference lists for hospitals and students) f estudiante tiene a lo mas una pareja.

INITMLIZE M to empty matclung
'WHlLl: (some hospltal /2 1S unmatce and hasn t p10posed to evely student)
§ = ﬁlst student on h S llst to \VhOIll h has not Vet ploposed
IF (s 1s unmatched)
Add /i—s to matching M.
ELSE IF (s prefers /2 to current partner /')

Replace ~2'—s with —s in matching M.
ELSE

s rejects /1.

RETURN stable matching M.



Primer Ejemplo

Invariante. Al inicio del ciclo, se cumple que ‘M es

| un emparejamiento, es decir, cada hospital o
GALE-SHAPLEY (preference lists for hospitals and students) f estudiante tiene a lo mas una pareja.

INITLALIZE M to empty matthmg . _ - )
Demostracion. Por induccion en el numero x de

.}' WHlLl: (some hospltal h 1S unmatched and hasn t ploposed to evely student)

s < first student on /’s list fo whom 1 has not Vet plopoqed veces que se ejecuta el inicio del ciclo.

IF (s 1s unmatched)
Add /i—s to matching M.
ELSE IF (s prefers /2 to current partner /')
Replace ~2'—s with —s in matching M.
ELSE

s rejects /1.

RETURN stable matching M.



Primer Ejemplo

GALE-SHAPLEY (preference lists for hospitals and students)

INITIALIZE M to empty matahmg
'WHlLl: (some hospltal lz 1S unmatce and hasn t ploposed to evely student)
s < first student on h th to whom h haq not Vet plopoqed
IF (518 unmatched)
Add /i—s to matching M.
ELSE IF (s prefers /2 to current partner /')
Replace ~2'—s with —s in matching M.
ELSE

s rejects /1.

RETURN stable matching M.

Invariante. Al inicio del ciclo, se cumple que ‘M es

un emparejamiento, es decir, cada hospital o
estudiante tiene a lo mas una pareja.

Demostracion. Por induccion en el nimero x de

veces gue se ejecuta el inicio del ciclo.

Caso base. Primera vez que se ejecuta el inicio del
ciclo (x = 1). M es vacio después de la

inicializacion, por lo tanto es un emparejamiento en
ese momento (el ciclo aun no se ha ejecutado).



Primer Ejemplo

GALE-SHAPLEY (preference lists for hospitals and students)

INITIALIZE M to empty matalnng
'WHILI: (some hospltal h 1S unmatce and hasn t ploposed to evely student)
s < first student on h hqt to whom h haq not Vet 17101)0‘16’(1
IF (518 unmatched)
Add /i—s to matching M.
ELSE IF (s prefers /2 to current partner /')
Replace A'—s with /—s in matching M.
ELSE

s rejects /.

RETURN stable matching M.

Invariante. Al inicio del ciclo, se cumple que ‘M es

un emparejamiento, es decir, cada hospital o
estudiante tiene a lo mas una pareja.

Demostracion. Por induccion en el nimero x de

veces gue se ejecuta el inicio del ciclo.

Caso base. Primera vez que se ejecuta el inicio del
ciclo (x = 1). M es vacio después de la

inicializacion, por lo tanto es un emparejamiento en
ese momento (el ciclo aun no se ha ejecutado).

Hipotesis de induccion. La afirmacion se cumple
siempre que el inicio del ciclo se ejecuta k veces

(x = k). Ojo: La k-ésima ejecucion del ciclo adn no

sucede.



Primer Ejemplo

Invariante. Al inicio del ciclo, se cumple que ‘M es

un emparejamiento, es decir, cada hospital o
GALE-SHAPLEY (preference lists for hospitals and students) estudiante tiene a lo mas una pareja.

INITIALIZE M to empty matching. . . C
£ S Paso inductivo. Vemos que pasa cuando el inicio

WHILE (some hospital /2 1s unmatched and hasn’t proposed to every student) . _
del ciclo se ejecuta por vez k+1.

s < first student on /2’s list to whom /7 has not yet proposed.

I£ (s is unmatched) e La hipotesis de induccion implica que ‘M es
Add /s to matching M. un emparejamiento para k, o sea al inicio del
ELSE IF (s prefers /2 to current partner /') ciclo anterior
Replace i'—s with i—s 1n matching M. « Lo que tenemos que analizar es que pasa
ELSE

durante la k-ésima vez que se ejecuta el

s rejects /1. |
cuerpo del ciclo.

RETURN stable matchin o M. Hipotesis de induccion Paso inductivo

! L/ .

Inicio ejecucion E ﬁ-l-l Fin ejecucion




Primer Ejemplo

GALE-SHAPLEY (preference lists for hospitals and students)

INITIALIZE M to empty matching.
WHILE (some hospital /2 1s unmatched and hasn’t proposed to every student)
s < first student on /2’s list to whom /7 has not yet proposed.
IF (518 unmatched)
Add /i—s to matching M.
ELSE IF (s prefers /2 to current partner /')
Replace A'—s with /—s in matching M.
ELSE

s rejects /1.

RETURN stable matching M.

Invariante. Al inicio del ciclo, se cumple que ‘M es

un emparejamiento, es decir, cada hospital o
estudiante tiene a lo mas una pareja.

Prueba por casos (M es el emparejamiento al

inicio del ciclo):

« ni h ni s aparecen en M. Entonces M U {(h,s)}

es un emparejamiento.

« i no aparece en ‘M y s aparece con M.

Entonces M - {(A’s)} U {(h,s)}

emparejamiento.

esS un

e M no se modifica, por lo tanto es un

emparejamiento.



Primer Ejemplo

GALE-SHAPLEY (preference lists for hospitals and students)

INITIALIZE M to empty matching.

WHILE (some hospital /2 1s unmatched and hasn’t proposed to every student)

s < first student on /2’s list to whom /2 has not yet proposed.

," I (s 18 unmatched) .

ELSE IF (s prefers /2 to current partner /2')

Replace ~2'—s with —s in matching M.
ELSE

s rejects /1.

RETURN stable matching M.

Invariante. Al inicio del ciclo, se cumple que ‘M es

un emparejamiento, es decir, cada hospital o
estudiante tiene a lo mas una pareja.

Prueba por casos (M es el emparejamiento al

inicio del ciclo):

|« i i ni s aparecen en M. Entonces MU {(h.9)}
« i no aparece en ‘M y s aparece con M.
Entonces M - {(h’,s)} U {(h,s)}

emparejamiento.

esS un

e M no se modifica, por lo tanto es un

emparejamiento.



Primer Ejemplo

GALE-SHAPLEY (preference lists for hospitals and students)

INITIALIZE M to empty matching.
WHILE (some hospital /2 1s unmatched and hasn’t proposed to every student)
s < first student on /2’s list to whom /2 has not yet proposed.
IF (518 unmatched)
Add fi—s to matchmg M.
" ELSE IF (s pletels 71 to current partnel J ) 2;

N Replaue h —S w1th /l—S 1n matchmg M

ELSE

s rejects /1.

RETURN stable matching M.

Invariante. Al inicio del ciclo, se cumple que ‘M es

un emparejamiento, es decir, cada hospital o
estudiante tiene a lo mas una pareja.

Prueba por casos (M es el emparejamiento al

inicio del ciclo):
« ni h ni s aparecen en M. Entonces M U {(h,s)}
es un emparejamlento
ﬁ ' parce ' ﬂ\/l | - M - ﬁ’
Entonces M - {(h’,s)} U {(h,s)}

| emparejamiento.

es un |

e M no se modifica, por lo tanto es un

emparejamiento.



Primer Ejemplo

GALE-SHAPLEY (preference lists for hospitals and students)

INITIALIZE M to empty matching.
WHILE (some hospital /2 1s unmatched and hasn’t proposed to every student)
s < first student on /2’s list to whom /2 has not yet proposed.
IF (518 unmatched)
Add /i—s to matching M.
ELSE IF (s prefers /2 to current partner /')

Replace ~2'—s with —s in matching M.

| srejects /. [

RETURN stable matching M.

Invariante. Al inicio del ciclo, se cumple que ‘M es

un emparejamiento, es decir, cada hospital o
estudiante tiene a lo mas una pareja.

Prueba por casos (M es el emparejamiento al

inicio del ciclo):

« ni h ni s aparecen en M. Entonces M U {(h,s)}

es un emparejamiento.

« i no aparece en ‘M y s aparece con M.

Entonces M - {(A’s)} U {(h,s)}

emparejamiento.

esS un

'« M no se modifica, por lo tanto es un |



Primer Ejemplo

Invariante. Al inicio del ciclo, se cumple que ‘M es

un emparejamiento, es decir, cada hospital o
GALE-SHAPLEY (preference lists for hospitals and students) estudiante tiene a lo mas una pareja.

INITIALIZE M to empty matching.
o ) Nwwialh~ =~ casos (M es el emparejamiento al

)):

WHILE (some hospital /2 1s unmatched and hasn’t pro
s < first student on /2’s list to whom /2 has not yet
IF (518 unmatched)

| aparecen en ‘M. Entonces M U {(h,s)}
Add /i—s to matching M.

ELSE IF (s prefers /2 to current partner /') nparejamiento.

Replace ~2'—s with —s in matching M. ,
parece en ‘M y s aparece con h.

es M - {(”’,s)} U {(h,;s)! es un

amiento.

ELSE

s rejects /1.

RETURN stable matching M.

se modifica, por lo tanto es un

emparejamiento.



Segundo Ejemplo

Invariante. La x-ésima ves que se ejecuta el inicio
del ciclo, se cumple que min tiene el minimo en el

rango A[1,...,x].

Algoritmo minimo(A[], n)

min = A[1] Demostracién. Por induccién en x.
for c = 2 up to n do

if Alc] < min then min = Al[c] Caso Base. Primera vez que se ejecuta el inicio del
end for ciclo. Entonces x = 1. Por la inicializacion, min es el

return min

end mMinimo minimo en A[1,....x] = A[1] (0jo: ¢ = x+1 = 2).

Hipotesis Inductiva. La afirmacion se cumple
cuando el inicio del ciclo se ejecuta k veces (x = k).



Algoritmo minimo(A[], n)

min =

A[1]

Segundo Ejemplo

for c = 2 up to n do
if A[c] < min then min = Al[c]
end for

return min

end minimo

Hipotesis de induccion

;\J ﬁ-ésima ejec. ciclo

Paso inductivo

Inicio ejecucion

Fin ejecucion

Invariante. La x-ésima ves que se ejecuta el inicio
del ciclo, se cumple que min tiene el minimo en el

rango A[1,...,x].

Paso inductivo.Vemos que pasa cuando el inicio del
ciclo se ejecuta por vez k+1.

« Hipotesis de induccidon => invariante es cierta al
inicio del ciclo k: min es el minimo en 4A[1,... k|.

« Durante la k-ésima ejecucion del ciclo se toma
el menor entre min y Alk+1] (0jo: ¢ = k+1). Por lo
tanto, al inicio del ciclo k+1, min tiene el minimo

en Af1,...k+1].



Segundo Ejemplo

Invariante. La x-ésima ves que se ejecuta el inicio

umple que min tiene el minimo en el

Algoritmo minimo(A[], n)
min = A[1]
for c = 2 up to n do
if A[c] < min then
end for
return min
end minimo

.Vemos que pasa cuando el inicio del
DOr Vez k+1.

de induccion => invariante es cierta al
siclo k: min es el minimo en 4/[1,...,k|.

| k-ésima ejecucion del ciclo se toma

Hipotesis de induccion Pas ntre min y Qzl[ﬁ-l-l] (0jo: ¢ = ﬁ-l-l). Por lo

\\; k-ésima ejec. ciclo &/ tanto, al inicio del ciclo k+1, min tiene el minimo

en Af1,...k+1].

Inicio ejecucion ﬁ ﬁ-l-l Fin ejecucion



Un Analisis (Casi) Completo

Problema: dado un arreglo 4 de Algoritmo Terget-Sum(Al],n,T)
lo =1
enteros ordenados ascendentemente hi =n
while 1o <€ hi do
y un entero 7T, devolver pares de sum = A[lo] + A[hi]
if sum == T then return (lo,hi)
indices distintos i,j tales que else if sum > T then hi = hi - 1
else lo = 1lo + 1
Ali| + 7[&] =T, end while
return NO SE PUEDE :(
O Indicar que no existen tales pares. end Target-Sum
mput 50 10 20 30 35 40 60 70 T =60

(sorted)

1

1' J



Algoritmo Terget-Sum(A[],n,T)

lo = 1
hi = n

while lo < hi do

sum = A[lo] + A[hi]
if sum == T then return (lo,hi)
else if sum > T then hi

1a. Invariante

else lo = 1lo + 1

end while

~DE

return NO SE PU.
end Target-S

: (

= hi - 1

Invariante 1. La x-ésima ves que se ejecuta el

inicio del ciclo, se cumple hi-lo = n-x.

Idea intuitiva: el espacio de busqueda se

conforme avanza el computo.

=> El algoritmo no se puede ciclar porque para x = n,

la invariante implica hi-lo = n-x = 0, y entonces ya no
se ejecuta el ciclo.



2a. Invariante

Invariante 2. Al inicio del ciclo se cumple que no
existen indices distintos i,j € {1,.,lo-1,hi+1,.,n} tales

Algoritmo Terget-Sum(A[],n,T) que Ali] + Afj] = T.
lo =1
hi = n [0 hi

while lo < hi do
sum = A[lo] + A[hi]
if sum == T then return (lo,hi)

else 1f sum > T then hi = hil - 1 ? H;
else lo = 1lo + 1 G MAYBE oo B

end while
return NO SE PUEDE : ( Idea intuitiva: el espacio de busqueda se reduce
end Target-Sum correctamente conforme avanza el computo.

=> Si devuelve NO SE PUEDE, la ultima vez que se
ejecuta el inicio del ciclo se cumple o = hi. Entonces,

no hay indices distintos i, tales que A[i] + A[{] = T



Terminacion y Correccion

Algoritmo Terget-Sum(A[],n,T)

lo = 1
hi = n

while lo < hi do

sum = A[lo] + A[hi]

if sum == T then return (lo,hi)
else if sum > T then hi = hi - 1
else lo = 1lo + 1

end while

return NO SE PUEDE : (

end Target-S

Terminacion:

* |lnvariante 1.

Correccion:

« Si el algoritmo devuelve un par (lo,i), entonces

[%#MyQM%ﬂmng

* Invariante 2 => Si el algoritmo devuelve NO SE

PUEDE, entonces no hay pares distintos en

7 que sumen T.



Prueba 2a. Invariante

Invariante 2. Al inicio del ciclo se cumple que no

existen indices distintos i,j € {1,.,lo-1,hi+1,.n} tales
Algoritmo Terget-Sum(A[],n,T) L {1,..,lo-1,hi+1,..,n}

1o = 1 que Ali] + Alj] = T.
hi =n
while 1o < hi do
sum = A[lo] + A[hi]
if sum == T then return (lo,hi)
else 1f sum > T then hi = hi - 1

Demostracion. Por induccion en el numero x de
veces gue se ejecuta el inicio del ciclo.

Caso Base. Primera vez que se ejecuta el inicio del
else lo = lo + 1 ciclo. Entonces x = 1. Por la inicializacion, el conjunto
end while ,
{1,...,lo-1=0,hi+1=n+1,..,n}

return NO SE PUEDE : (
end Target-S

es vacio. Por lo tanto, la invariante se cumple por

Hipotesis Inductiva. La afirmacion se cumple
cuando el inicio del ciclo se ejecuta k veces (x = k).



Prueba 2a. Invariante

Algoritmo Terget-Sum(A[],n,T)

lo =1

hi = n

while lo < hi do
sum = A[lo] + A[hi]
if sum == T then return (lo,hi)
else if sum > T then hi = hi - 1
else lo = lo + 1

end while

return NO SE PUEDE : (

end Target-S

Hipotesis de induccion Paso inductivo

Inicio ejecucion ﬁ ﬁ-l—l Fin ejecucion

Invariante 2. Al inicio del ciclo se cumple que no
existen indices distintos i,j € {1,.,lo-1,hi+1,.,n} tales

que Ali] + Alj] = T.

Paso inductivo. Vemos que pasa cuando el inicio
del ciclo se ejecuta por vez k+1.

Hay dos casos a analizar:

« Allo] + Alhi] > T. Entonces hi se “mueve”

hacia atras.

« Allo] + Alhi] < T. Entonces lo se “mueve”

hacia adelante.

Analisis . Veremos solo el primero.



el ——3 |nicio k-ésimo ciclo

> Alal

—~—4{ ————> Inicio (k+1)-ésimo ciclo

Caso 1.V j € {b+1,...,nf, A[b] + Alf] 7 T
* hi se mueve hacia atras en la iteracién k => 4Afa] + A[b] > T
» A est4 ordenado => A[j| > Ala]

» =>A[b] + A[j] > T. Lo que buscabamos probar.



- —> |nicio k-ésimo ciclo

~—4{ ——> Inicio (k+1)-ésimo ciclo

Caso 2.V i€ {1,....a-1}, A[i] + A4[b] # T.

« Por contradiccién, supongamos que 31 € {1,...,a-1}, Afi] + A[b] =T

[0 solo avanza y hi solo retrocede => En algun ciclo m anterior al k-ésimo, lo =1 vy
lo avanzé en ese ciclo; en el m-ésimo ciclo hi = f, con | € {b+1,...,n}.

» Como hiavanzé en el ciclo m-ésimo => A[i] + Af] < T.

- A[b] < A[j] (pues A est4 ordenado) => A[i] + A[b] < T. Contradiccion!



{ ——> |nicio k-ésimo ciclo

—~—4{ ————> Inicio (k+1)-ésimo ciclo

Caso 2.V i< {1,...a-1}, Ali]

Alb] =T

m anterior al k-ésimo, lo =1 vy

e Por contradiccion, sug
« [0 solo avanza y hi s

[O avanzo en ese CIClO; ©i1 &1 m~canu vivivu =)y LI |~ 15+1,...,n}.
» Como hiavanzé en el ciclo m-ésimo => A[i] + Af] < T.

- A[b] < A[j] (pues A est4 ordenado) => A[i] + A[b] < T. Contradiccion!



Tiempo de ejecucion

Algoritmo Terget-Sum(A[],n,T)
lo =1 T
hi = n 4
while 1o < hi do ————3 p*C,
sum = A[lo] + A[hi]
if sum == T then return (lo,hi) | (n-1)*C,
else if sum > T then hi = hi - 1}
else lo = 1lo + 1 &

end while
return NO SE PUEDE :( —2

end Target-S

s
R

T(n) = (C,+Cn +C,- Cy+ 1



Tiempo de ejecucion
T(n) = (C,+C)n + C,- Cy+ 1 = O(n)
¢ Observemos que (C,+C,+1)n = (C,#C,+C;-C;+1)n = (C,+Cn + (C,-C,+1)n.

¢ Por lo tanto, para todo n > 1,
T(n) = (C,+C)n + (C,-C;#+1) < (C,+C)n + (C,-C;+1)n = (C+Co+1)n.

¢ Entonces, C = C,+C,+1, n, = 1 son constantes que prueban T(n) = O(n).

Upper bounds. f(n) is O(g(n)) if there exist constants ¢>0 and n, = 0
such that0< f(n) < c-g) for all n > n,.



